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Rappel 4 propos du tenseur ¢;;;,

Nous avons déja introduit le tenseur totalement antisymétrique €;;;, aussi appelé symbole de
Levi-Civita, lors de la série 1. Ce corrigé commence par un petit rappel.

Le tenseur €5, peut étre défini par les régles suivantes : a) €123 = 1; b) une permutation de deux
des trois indices produit un changement de signe; c) €;; = 0 si un des indices est répété (c’est-a-dire
sii=jouj=koui=k). On rappelle quelques relations utiles. La premiére de ces relations est :

3
ZQ’jk €kmn — 5zm 6jn - 5171 5jm7 (1)
k=1
qui peut s’obtenir facilement en voyant que pour que ce produit soit non nul, il faut que la paire
(i) coincide avec la paire (mn) (puisque l'indice k est commun aux ensembles {i, j, k} et {k, m,n}).
Il y a deux fagons d’associer un i aux éléments de ces paires (7 avec m ou i avec n), le signe provenant
de Pantisymétrie du symbole de Levi-Civita. Il découle de la relation précédente que

3 3
Z Eijk eijk = Z (5115” — 51]5]) =3-3—3=6. (2)
i,5,k=1 i,j=1

Comme 'utilisation de ce symbole fait souvent intervenir des indices muets sur lesquels on somme,
une fagon particuliérement rapide d’écrire ces expressions est d’omettre ce symbole de sommation.
Une somme est donc implicite dés que deux indices sont répétés. La formule suivante sera trés utile :

3
Z €ijk €kmn — €ijk Ckmn- (3)
k=1
Cette convention est appelée convention de sommation d’Einstein. En combinant 'utilisation
du tenseur €;;; et la convention de sommation d’Einstein, on simplifie potentiellement les calculs
d’analyse vectorielle. En particulier, le produit scalaire et le produit vectoriel peuvent s’écrire de
fagon compacte sous la forme suivante :

v-w= fuz-wjéij = V;Ws, U X W= €ijkVj Wi
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Exercice 1 : Crochets de Poisson

a)

b)

Afin de montrer que si deux composantes du moment cinétique sont conservées, alors la troi-
siéme l'est aussi, nous allons utiliser le fait que si deux quantités sont conservées alors leur
crochet de Poisson 'est aussi. Ceci, comme montré en cours, est une conséquence directe de
I'identité de Jacobi. Le but est donc maintenant de calculer le crochet de Poisson de deux
composantes du moment cinétique.

En utilisant le symbole de Levi-Civita défini plus haut, nous pouvons écrire en coordonnées
cartésiennes :
L=17x ﬁ = L;, = €ijkTiPk-

Dés lors nous avons :
{Li, L} = €iav€jealapp, Tepa}

= €iab€jcd (fEa{pb, xcpd} + pb{xaa xcpd})
= €iab€jcd (TaTeA Py, Pa} + TaPa{Py T} + Tepp{Ta, Pa} + Popa{Ta, Tc}) -

Les termes s’annulent selon les propriétés des crochets fondamentaux, et il reste :
{Li, L;j} = —€iab€jeaTapadve + €iab€jedTePbdad-
En développant et en utilisant les identités vues précédemment :
{Li, L} = €pij (€kadZaPd) = €kijLi-

Ce qui prouve que si L; et L; sont conservés (avec i # j), alors Ly (avec k # i, j) l'est aussi.

Le calcul précédent sans la notation d’Einstein se fait ainsi :

{L1, Lo} = {zap3s — x3p2, T3p1 — T1p3}
= {@aps, w3p1} — {w2ps, v1p3} — {w3p2, 3p1} + {w3p2, 713}
En utilisant par exemple
{zapy: Tepat = —0beTapa + Sadcpy,
on obtient :
{L1, Lo} = —w2p1 — 0 — 0+ w1p2 = Ls.
Ainsi, la notation d’Einstein permet de calculer d’un seul coup les crochets de Poisson pour
tout couple {L;, L;}.

i. Analyse dimensionnelle. L’équation définissant le potentiel donne :

2
kgm?s 2 = (Gl ke = G] = kg s 2 m?.

La mesure de G se fait par exemple a I'aide d’un pendule de torsion et de la loi de Hooke,
il s’agit de I'expérience de Cavendish. On trouve

G ~6.67x 10" Hkg tm?s72



ii.

Si 'on se trouve & une distance h de la surface terrestre, le potentiel gravitationnel est

donné par
GM@m

" Rp+h’
ot Rg ~ 6370km est le rayon de la Terre et Mg ~ 5.97 x 10** kg sa masse.

V(Rg + h) = (4)

Si h < Rg, on peut approximer V(Rg + h) par un développement limité :
GM,

b= V(Re) +mgh,  (5)
@

V(Rg +h) ~V(Rg) +V'(Rg)h = V(Rg) +m

ot g = GMgR:% ~ 9.81 ms—2 est I'accélération de gravité a la surface de la Terre. Comme
V(Rg) est une constante, on 'omet généralement et on utilise donec, pour des hauteurs
h < Rg, le potentiel approximé

V = mgh.

Conservation du moment cinétique et de I’énergie. Pour montrer que le moment cinétique
et I’énergie sont conservés, il suffit de vérifier qu’ils satisfont tous deux

df _of
- == H} =0. 6
= {rH) =0 )
L’Hamiltonien du systéme est
pip; GMm
H(zj,pj) = 5 = (7)

N
Ni le moment cinétique ni I’Hamiltonien ne dépendent explicitement du temps. Le fait
qu’ils soient conservés revient donc a vérifier que leur crochet de Poisson avec I’Hamiltonien
est nul. Pour I'Hamiltonien cela est trivial, car {H, H} = 0.
Le crochet de Poisson de la i-éme composante du moment cinétique avec I’Hamiltonien
s’écrit

{Li, H} = eiji{xjpr, H} = €iji (xj{pr, H} + pr{zj, H}). (8)
On calcule séparément {p;, H} et {z;, H} :
3
Op; OH  Op; OH OH GMm
{pi, H} ; <8:L'k Opr  Opy Oxy, ox; r3 i (9)
3
Ox; OH  Ox; OH OH ;
{x“H}:Z l‘zi_ 1'27 _ :&7 (10)
— \ Oz Opr Oy, Oy opi  m
ou 'on a utilisé pour tout vecteur @, da;/da; = d;;.
En injectant ces deux résultats dans I'expression de {L;, H}, on obtient :
GMm PiPk

Les termes €;j,2;2; = (Z X &); et €,pjpr = (P X P); sont les composantes d'un produit
vectoriel de deux vecteurs paralléles et sont donc nuls. Ainsi,

{LiyH} =0,

ce qui montre que le moment cinétique est une quantité conservée.



iii. Conservation du vecteur de Laplace- Runge-Lenz. Afin de montrer que le vecteur de Laplace—
Runge-Lenz est une constante du mouvement, il faut vérifier que son crochet de Poisson
avec I’Hamiltonien est nul. Pour cela, on commence par exprimer K en coordonnées car-
tésiennes. Comme 7 = & et p = p, la i-éme composante s’écrit

1 X 1 Z;
K; = - €ijkpi Ly — GMm N = o, CigkChmnTmPiPn — GMm N (12)

Calculons d’abord le crochet de Poisson du premier terme avec H :

1 1
E Eijkﬁkzmn{fvmpnpjy H} = E €ijk€kmn (xmpn{pjv H} + -Tmpj{pm H} + pnpj{l‘m, H}) .
(13)
Or on sait que
GMm D
{p]7H}:_ 3 Lj, {xmaH}:Em

Les deux derniers termes de I’expression du crochet sont nuls car ils contiennent le produit
€kmn avec un objet symétrique en (mn). Ainsi, il ne reste que :

1 GM GM
E Eijkekmnxmpn{pjy H} = TT €ijk€kmnTmPnl; = r73 (7"2171‘ - IBifL"npn)- (14)

Note : pour simplifier les calculs, on peut également utiliser la conservation du moment
cinétique démontrée a la question précédente, garder le terme Ly, dans la définition de K;
et simplifier l’expression de {K;, H} grace a lidentité {Ly, H} = 0.

Passons maintenant au second terme du crochet de Poisson :

3
—~GMm {"’“"H} = -GMmY_ <8 i > of (15)
VT <\ Oy, /2,75 ) Opi
oOH

Comme g7 = Pk on obtient

—GMm{ i ,H}— M

2
= — 2 (i — mikpr). 16
T,T; 3 (T y2 QTZHTkPk) ( )

Les deux contributions sont donc opposées et se compensent exactement :

=)

Le vecteur de Laplace—-Runge—Lenz est bien une constante du mouvement.

iv. Direction des vecteurs L et K. Le moment cinétique L est perpendiculaire au plan dé-
fini par 7 et p. Le vecteur K appartient a ce méme plan; il est donc automatiquement
perpendiculaire & L.

Exercice 2 : Deux masses avec ressort et contraintes

On choisit comme coordonnées généralisées z1, ¢1, 22 et po de sorte que :
71 = Ry cos ¢, y1 = Rysingg (17)

T9 = Ry cos ¢, 1o = Rosin ¢o (18)



a) On calcule ici le Lagrangien L =T — V. On commence par ’énergie cinétique :

i1 = —Rydy sin ¢y, 91 = Rid1 cos ¢

Ty = —R2q52 sin ¢, Y2 = R2¢52 oS P2

Donc

1 . .
T =-mi(Rid] + 47) +

. ma(F303 + )

Enfin, le potentiel du ressort est défini par V = %k’(l —1p)? ou

L= /(x1 —22)? + (y1 — 12)? + (21 — 22)°
= \/R% + R% — 2R Ry COS(¢1 — gf)g) + (Zl — 2‘2)2

On obtient donc finalement

1 : . 1 : .
L= gmi(Rig + 27) + Gma(R35 + 23)

1 2
-5k <\/Rf + R5 — 2R1 Ry cos(¢1 — ¢2) + (21 — 22)% — lO)

On peut facilement écrire les équations d’Euler-Lagrange :
dor oL _
dt 6q1 aqi N

En remplacant les coordonnées généralisées et leurs dérivées on obtient :

miR3¢1 + kRy Ry sin(¢y — o) ( _z ) _g
maR3¢2 — kR Ry sin(¢y — 2) ¢ _l ) _ 0
miZ1 + k(z1 — 22) (¢ —l o) =0
maZa — k(z1 — 22) (¢ _l ) =0

avec

| = \/R% + R% — 2R Ry COS(gf)l — ¢2) + (21 — 2’2)2.
b) Pour trouver les moments conjugués, on utilise

oL
0

Di

On obtient donc

Py, ¢'52 _ Do,

Py, = mlR%Q'sla Py = mQR%C.bQ = le =

mlR%’ ng%’

(24)

(25)

(30)



. . . pzl . ng
Dz = M1%1, Dz =M222 = 21 = —, Z22=—.
mq mo

On peut écrire le Hamiltonien & l'aide de la tranformée de Légendre :

k
Le Hamiltonien est donc

2 2 2 2 2 2 2 2

P, Py, Dz Dz 1 Pg, Py, p; P
H= e S g T2 32
mlR% + TTLQR% + mq + mo 2 mlR% + ng% + mq + mo ( )

1 2

+ ik <\/R% + R% —2R1 Ry COS(¢1 — gf)g) =+ (Zl — 22)2 — lo) (33)

On peut regrouper les termes :

2 2 2 2

1 Py, Py, Pz | Pz
=-|—+t— t+t—+—= 34
2 (mlRf meR3  mi My 3

2
+ g (VB B = 2R Racostor — 6a) + (21— 2 — ) (35)

Les équations de Hamilton sont définies par :

OH OH
- o 36
W=, P 94 (36)
ce qui nous donne :
N )} i P . _ P . — Pz
¢1 = mlR% ) ¢ mQR% ) <1 my ) 22 Mo .
) =1y . ) =1 .
Dy = —kTR1R2 sin(¢1 — ¢2), Do = +7€TR1PL2 sin(¢1 — ¢2),
. - ) [ —
Pz = —k l O(Zl - 22)7 Dzy = +k O(Zl - 22)7

avec

I = \/R? + R — 2R Ry cos(d1 — d) + (21 — 22)?.

c) Le changement de variable ¢; — Q; et p; — P; est canonique si {Q;, Pj}qp = 0ij et {Qi, Qjtqp =
{P;, Pj}qp = 0. Ici la notation {, },, indique que le crochet de Poisson est calculé en prenant
les dérivées par rapport aux anciennes variables (g;, p;).

On calcule donc patiemment tous les crochets de Poisson :



_ =1
{z’pZ} mi1+me  mip+ me
m1R2 m2R2
{® Po} = R2 . 2 2 . 2~
THQRQ m1R2
{¢ap¢} = 2 1 = 17

mlR% + ng% mlR% + TTLQR%

{Z,Z}:O, {Z7P<I>}:O7 {Z7P¢}:Oa
mi mo ma mq

Z7 = + - - :Oa
{Z.p:} my+mg  mip+me mp+me  mp+me

{Z,(I)}:O, {Z7¢)}:07 {CbaPz}:Oa {@,PZ}:O,

{Z,QZ)}:O, {Z’P¢}:Ov {Z,‘I)}ZO, {Z7P‘I>}:O7 {Z7¢}:Oa {Z’P¢}:Oa

{®, Po} =1, {¢7P¢}:1_1:0

La transformation est donc bien canonique.

41
42

44

(41)
(42)
(43)
(44)
(45)

Nous voulons maintenant exprimer ’Hamiltonien dans ce nouveau systéme de coordonnées.

On exprime d’abord les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles :

MZ + moz MZ —miz
S 7 R VA
~ miPz + Mp, _ mePyz — Mp,
Dz = Ta Pz = T
I® + myR3¢ I1® —mRi¢
o1 = 7 P2 = 7
mlR%PQ —|—Ip¢ nggpcp —Ip¢
Pu="— 7 P

ou
M = mq + ma, I:mlR%—Fng%

En utilisant ces égalités, on calcule les contributions cinétique et potentielle :

2 2
T — 1 Py, Py, p; pgz
2 mlRl m2R2 mq mo

Substitution donne :

2
2 M m1msy I mlng%R%

Le potentiel s’écrit, en utilisant ¢1 — o = P et 21 — 20 = 2 :

(50)

(51)



1 2
V= ok <\/R§ + RS — 2Ry Ry cos(éy — o) + (21 — 22)% — l0>

1 2
=5k <\/R% + R%2 —2R1Rycos ¢+ 22 — lo>

On obtient finalement I’Hamiltonien dans le nouveau systéme de coordonnées :

2
gol(fz, M Py Pl
2 M mims I mlng%R%

1 2 2 2 ?
5k (/R + R = 2RiRacos b+ 22 — Uy



